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Non-‐Equilibrium	  
Systems	  



•  Floquet	  Topological	  Phases/SPTs	  

•  Stable	  Gapless	  Edge	  Modes	  

•  Broken-‐Symmetry	  Phases	  

•  Time	  Crystals	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  

Many-‐Body	  Localiza8on	  
can	  stabilize.	  
	  
But	  not	  necessary.	  	  

Universal  Non-‐Equilibrium  Quantum  Phenomena

Chandran	  and	  Sondhi	  ’16	  
Khemani	  et	  al.	  ’16;	  von	  Keyserlingk	  and	  Sondhi	  	  ’16	  
von	  Keyserlingk	  and	  Sondhi	  	  ’16;	  Po]er	  et	  al.	  ’16	  
Roy	  and	  Harper	  ’16;	  Von	  Keyserlingk	  et	  al.	  ’16	  
Po	  et	  al.	  ’16;	  Po]er	  and	  Morimoto	  ’16	  
	  



ground	  state(s)	  

low-‐lying	  
excited	  states	  

generic	  
states	  



Periodically-‐Driven  Systems

TTS:	  Hamiltonian	  𝐻(𝑡)=𝐻(𝑡+𝑇)	  
period	  of	  the	  drive	  
	  

T𝑈(𝑡↓2 , 𝑡↓1 )≡T  exp(−𝑖∫𝑡↓1 ↑𝑡↓2 ▒𝑑𝑡  𝐻(𝑡) )	  8me-‐transla8on	  operator	  

Floquet	  Eigenstates:	  
(eigenstates	  of	  𝑈(𝑇,0))	  

Floquet	  Eigenvalues:	  
“quasienergies”	  

𝜖↓𝛼 ≡ 𝜖↓𝛼 +   2𝜋/𝑇 	  	  

Floquet	  Operator:	  



Proper@es  of  Generic  Energy/Floquet  Eigenstates

𝐴	  
large	  but	  smaller	  than	  whole	  (isolated)	  system	  

𝜌↓𝐴 ≡   tr↓𝐴↑𝑐  |𝜀⟩⟨𝜀| 	  Reduced	  Density	  Matrix:	  

𝑆↓𝐴 ≡tr   𝜌↓𝐴 ln  𝜌↓𝐴 	  Entanglement	  Entropy:	  

generic	  Energy/Floquet	  eigenstate   |𝜀⟩	  



Eigenstate	  Thermaliza4on	  Hypothesis	  
(ETH)	  

Many-‐Body	  Localiza4on	  
(MBL)	  

	  
Sta4c	  

Systems	  

generic	  excited	  energy	  eigenstate,	  
non-‐zero	  energy	  density	  

	  

𝝆↓𝑨 ≈   𝒆↑−𝜷𝑯↓𝑨  	  
	  


𝑺↓𝑨 ∝|𝝏𝑨|	  

	  
Floquet	  
Systems	  

	  
ETH	  at	  𝑇=∞  :	  

	  

𝝆↓𝑨 ≈𝟏	  

	  
doesn’t	  heat	  up	  to	  T=∞,	  	  

𝑺↓𝑨 ∝|𝝏𝑨|	  
	  

Deutsch	  ’93,	  Srednicki	  ’94	  

Basko	  et	  al.	  ’06;	  Huse	  and	  Oganesyan	  ’07	  
Znidaric	  et	  al.	  ’08;	  Bardardson	  et	  al.	  ’12	  
Vosk	  and	  Altman	  ’13;	  Serbyn	  et	  al.	  ’13	  
Huse	  and	  Oganesyan	  ’13;	  Iyer	  et	  al.	  ‘12	  
Pekker	  et	  al.	  ’13;	  Bauer	  and	  Nayak	  ’13	  …	  
	  

Abanin	  et	  al.	  ’14	  
Ponte	  et	  al	  ’15	  
Lazarides	  et	  al.	  ’15	  
Iadecola	  et	  al.	  ’15	  

Khemani	  et	  al.	  ’16:	  
non-‐trivial	  phases	  





What  are  Time  Crystals?

P.	  Bruno	  ’13;	  Nozieres	  ’13:	  proposals	  not	  in	  ground	  state;	  will	  radiate	  energy	  

Two-‐point	  func8on:	  

Wilczek	  ’12,	  Shapere	  and	  Wilczek	  ’12:	  	  Spontaneously-‐Broken	  Time-‐Transla8on	  Symmetry	  
	  	  

Ground	  State:	   One-‐point	  func8on:	   0Φ(𝑥,𝑡) 0 =𝑓(𝑡)	  

Watanabe	  and	  Oshikawa	  
’15	  

Thermal	  Equilibrium:	   tr(Φ(𝑥,𝑡)Φ(0,0)  𝑒↑−𝛽𝐻 )=𝑓(𝑡)	  
‘No	  Go’	  theorem	  
is	  a	  challenge	  



What  are  Time  Crystals?

•  Some	  part	  of	  the	  defini8on	  may	  be	  too	  restric8ve	  	  

•  Out	  of	  equilibrium,	  it’s	  too	  easy	  to	  get	  8me	  dependence	  

What  systems  are  Not  Time  Crystals?

Rabi	  oscilla8ons:	  
𝑡	  

assump8on	  of	  ground	  state/thermal	  equilibrium	  

Pendulum:	  

Borderline	  cases:	  AC	  Josephson	  effect,	  driven	  BEC	  
K.	  Sacha	  ’14	  

Explicitly	  break	  other	  symmetry,	  
Time	  Crystal	  gone	  

Time	  Crystal	  ‘piggybacks’	  on	  
some	  other	  broken	  symmetry	  

û

û

ü



‘Ordinary’  Spontaneously-‐Broken  Symmetry

{	  

Δ	  

𝑶( 𝒆↑−𝑳/𝝃 ) 

spectrum	   “cat	  states”	  

⟨𝜎↓𝑖↑𝑧 ⟩  ≠0	  	  

Low-‐lying	  eigenstates	  of	  𝑔	  and	  𝐻	  
must	  be	  “cat	  states”.	  



Short-‐Range  vs.  Long-‐Range  Correlated  (“Cat”)States

•  SRC:	  states	  such	  as	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  and	  states	  obtained	  
from	  it	  in	  finite	  8me,	  star8ng	  from	  ini8al	  product	  state.	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  

•  LRC:	  states	  such	  as	  

Cannot	  be	  prepared	  in	  finite	  8me	  from	  a	  product	  state.	  
Will	  decohere	  rapidly,	  if	  coupled	  to	  environment.	  

finite-‐8me	  

Can	  be	  prepared	  in	  experiments.	  

cluster	  decomposi8on	  holds	  

short-‐range	  correlated:	  



Defini@on  of  Time-‐Transl.  Symm.-‐Breaking  (TTSB)

{	  

Δ	  

“cat	  states”	  

TTSB-‐2:	  TTSB	  occurs	  if	  the	  eigenstates	  of	  	  𝑈(𝑇,0)	  cannot	  
	  	  	  be	  short-‐range	  correlated.	  

TTSB-‐1:	  TTSB	  occurs	  if	  for	  each	  𝑡↓1 ,	  and	  for	  every	  short-‐range	  
	  	  correlated	  | 𝜓( 𝑡↓1 )⟩,	  there	  exists	  an	  operator	  Φ	  such	  that	  
	  	   𝜓(𝑡+𝑇) Φ 𝜓(𝑡+𝑇) ≠ 𝜓(𝑡) Φ 𝜓(𝑡) 	  for	  all	  𝑡.	  

Note:	  no	  restric8on	  to	  the	  ground	  state/low-‐lying	  states	  at	  this	  stage	  	  

(no	  other	  symmetries	  assumed)	  



•  TTS	  by	  𝑇	  spontaneously	  broken	  down	  to	  TTS	  by	  𝑛𝑇	  	  

•  Some	  observables	  will	  oscillate	  with	  period	  𝑛𝑇	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  lower	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  lower	  
harmonics,	  not	  higher	  harmonics	  

•  Mutual	  Informa8on:	  

Discrete  TTSB

𝐴	  

𝐵	  
in	  Floquet	  eigenstates:	  
	  

	   	  	  	  	  	  	  	  	  measures	  viola8on	  of	  cluster	  decomposi8on	  

sig
na
tu
re
s	  



Soluble  Model  of  Discrete  TTSB

Chain	  of	  Ising	  Spins	  

Prosen	  ’98;	  Alessio	  and	  Rigol	  ’14;	  
Ponte	  et	  al.	  ’15;	  Iadecola	  et	  al.	  ’15;	  	  

See	  also:	  	  

L.	  Jiang	  et	  al.	  ’11;	  M.	  Thakurathi	  et	  al.	  ’13	  
Khemani	  et	  al.	  ’15;	  von	  Keyserlingk	  and	  Sondhi	  ’16	  
	  



Soluble  Model  of  Discrete  TTSB

ℎ=0	  limit:	  

eigenvalues	  of	  
𝑈↓f 	  :	  

𝐻↓MBL 
eigenstates:	  
𝐻↓MBL 
eigenvalues:	  

“cat	  states”	  

eigenstates	  of	  
𝑈↓f 	  :	  



ground	  state(s)	  

low-‐lying	  
excited	  states	  

generic	  
states	  

we	  don’t	  have	  this	  protec8on	  

we’re	  living	  up	  here	  

stability	  to	  perturba8ons?	  



Stability  of  TTSB  -‐-‐  Numerics

Compute	   𝑈↓f (𝑛𝑇)| 𝜓(0)⟩  by	  
TEBD	  (large	  systems,	  shorter	  8mes)	  
and	  ED	  (smaller	  systems,	  longer	  8mes)	  

transient	  decay,	  followed	  
by	  persistent	  oscilla8ons	  

log	  scale	  
oscilla8ons	  persist	  un8l	  8me	  ~  𝑂(𝑒↑𝑎𝐿 )	  



Stability  of  TTSB  -‐-‐  Numerics

TEBD:	  single	  realiza8on	  

persistent	  oscilla8ons,	  
together	  with	  noise	  



Stability  of  TTSB  -‐-‐  Numerics

Eigenstates	  

←𝑛→	  ←𝑛→	  

𝐿	  

Mutual	  Informa8on	  between	  Green	  Regions:	  

TTSB	  phase	  

≠0  in	  TTSB	  phase	  



Further  Inves@ga@ons  of  Floquet  Time  Crystals

von	  Keyserlingk	  et	  al.	  arXiv:	  1605.00639	  

noise	  decays	  as	  power-‐law	  

N.	  Yao	  et	  al.	  arXiv:	  1608.02589	  

Transi8on	  out	  of	  Floquet	  8me	  crystal:	  
random	  Ising	  transi8on	  



Experimental  Obs.  of  Floquet  Time  Crystals

J.	  Zhang	  et	  al.	  arXiv:	  1609.08684	  



Eigenstate	  Thermaliza4on	  
Hypothesis	  

(ETH)	  

Many-‐Body	  Localiza4on	  
(MBL)	  

Pre-‐Thermaliza4on	  

	  
Sta4c	  

Systems	  

	  
	  

generic	  excited	  energy	  eigenstate,	  
non-‐zero	  energy	  density	  

	  

𝝆↓𝑨 ≈   𝒆↑−𝜷𝑯↓𝑨  	  
	  





𝑺↓𝑨 ∝|𝝏𝑨|	  

	  
exponen8ally-‐slow	  thermaliza8on	  
due	  to	  emergence	  of	  approximate	  
symmetry	  when	  one	  parameter	  

in	  𝑯	  is	  large	  

	  
Floquet	  
Systems	  

	  
	  

ETH	  at	  𝑇=∞  :	  
	  

𝝆↓𝑨 ≈𝟏	  

	  
	  

doesn’t	  heat	  up	  to	  T=∞,	  	  
𝑺↓𝑨 ∝|𝝏𝑨|	  

	  

	  
	  

exponen8ally-‐slow	  hea8ng	  
in	  high-‐frequency	  limit	  

Abanin	  et	  al.	  ’15	  
Mori	  et	  al.	  al.	  ’15	  
Bukov	  et	  al.	  ’15	  



Keynes:	  “In	  the	  long	  run,	  we	  are	  all	  dead.”	  



D.	  Abanin,	  De	  Roeck,	  W.-‐W.	  Ho,	  F.	  Huveneers	  arXiv:1509.05386	  

D.	  Else,	  B.	  Bauer,	  C.	  Nayak	  arXiv:1607.05277	  D.	  Else,	  B.	  Bauer,	  C.	  Nayak	  arXiv:1607.05277	  
D.	  Abanin,	  De	  Roeck,	  W.-‐W.	  Ho,	  F.	  Huveneers	  arXiv:1509.05386	  	  A	   D	   H	  

D	  

ADHD	  Theorems	  

for	  small	   ||𝐻||↓loc ∙𝑇	  	  

∃          :� 𝑒↑𝑖𝐷𝑇 	   exponen8ally-‐small	  
stuff	  +	  

D.	  Abanin,	  De	  Roeck,	  W.-‐W.	  Ho,	  F.	  Huveneers	  



∃          :� exponen8ally-‐small	  
stuff	  +	  

for	  small	   ||𝑉||↓loc ∙𝑇	  	  

𝑋   𝑒↑𝑖𝐷𝑇 	  

ADHD	  Theorems	  

pre-‐thermal	  Hamiltonian	  
Equilibrium	  for	  𝐷	  =	  non-‐equil.	  steady-‐state	  for	  𝐻(𝑡)	  
Universal	  phenomena:	  phases,	  phase	  transi8ons,	  …	  rapid	  thermaliza8on	  with	  respect	  to	  it	  	  

where	  



ADHD	  Theorems	  

where:	  

“pre-‐thermal	  Hamiltonian”	  
	  	  



Pre-‐thermal  Time  Crystals:  Example

performs	  a	  𝜋-‐pulse	  



Pre-‐thermal  Time  Crystals:  Example

𝐷	   +  …	  ⇒	  

determines	  intermediate	  8me-‐evol	  



Pre-‐thermal  Time  Crystals:  Effec@ve  Field  Theory

=	  

=	  

Universal	  prop.	  of	  phases	  and	  transi8on	  (in	  the	  rotated	  basis)	  ≅	  equilibrium	  Ising	  model.	  



Discrete  TTS  and  Its  Consequences

Discrete	  TTS	  by	  𝑇:	  

ADHD:	  

Symm.	  gen.	  by	  𝑋:	   analogous	  to	  AF:	  

Not	  a	  symmetry	  of	  𝐻(𝑡).	  
A	  symmetry	  of	   𝑈↓𝑓 .	  
Generated	  by	  

But:	  the	  symm.	  gen.	  by	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  is	  a	  consequence	  of	  TTS	  
	  	  	  	  	  	  	  	  	  always	  present	  if	  TTS	  is	  present	  
	  	  	  	  	  	  	  	  	  not	  present	  if	  TTS	  is	  not	  present.	  

Protected	  by	  Time-‐Transla8on	  Symmetry	  



Novel	  Phases	  of	  Ma]er	  



Summary  and  Future  Direc@ons

•  Floquet	  Time	  Crystals	  are	  systems	  exhibi8ng	  TTSB.	  

• Possibly	  observed	  in	  trapped	  ions	  …	  other	  driven	  systems	  

•  Floquet	  SPTs	  and	  Floquet	  Topological	  Phases.	  



Pre-‐thermal  Time  Crystals:  Open  Systems



Pre-‐thermaliza@on  in  Undriven  Systems

𝑢	  large	  

𝑒↑2𝜋𝐿𝑖 =1	  

and	  where	  

Abanin	  et	  al.	  ’15	  

pre-‐thermal	  Hamiltonian	  



Pre-‐thermaliza@on  in  Undriven  Systems
large	  



Pre-‐thermaliza@on  in  Undriven  Systems
pre-‐thermaliza8on	  



Re-‐Interpre@ng  Previous  Work  in  terms  of  TTSB

in	  each	  Floquet	  cycle,	  a	  (d-‐1)-‐dim.	  
SPT	  is	  “pumped”	  to	  the	  edge	  	  

Hamiltonian	  of	  sta8onary	  MBL	  system	  
with	  symmetry	  group	   ℤ↓𝑛 ×𝐺	   symmetry	  generator	  

Floquet	  SPTs:	  Classified	  by	  𝐻↑𝑑+1 (𝐺×ℤ,𝑈(1))= 𝐻↑𝑑+1 (𝐺,𝑈(1))× 𝐻↑𝑑 (𝐺,𝑈(1))	  
von	  Keyserlingk	  and	  Sondhi	  	  ’16	  
Else	  and	  Nayak	  ’16	  
Po]er,	  Morimoto,	  and	  Vishwanath	  ’16	  
Roy	  and	  Harper	  ’16	  

e.g.	  

sta8onary	  classifica8on	  

also	  SETs	  



Excep@on  to  ETH:  Non-‐Interac@ng  Floquet  Systems

High-‐intensity	  MIR	  radia8on	  
opens	  gap	  at	  surface	  of	  TI:	  
Wang	  et	  al.	  ’14	  

An	  ordinary	  insulator	  can	  become	  a	  
topological	  insulator	  when	  driven.	  
Lindner	  et	  al.	  ’11	  

Bands	  with	  vanishing	  Chern	  
number	  can	  have	  gapless	  chiral	  
edge	  states.	  
Rudner	  et	  al.	  ’14	  



Examples  of  Systems  that  Don’t  Have  TTSB

•  Classical	  Period-‐Doubling	  Bifurca8on:	  	  	  	  	  	  	  	  𝑥↓𝑗+1 =−   𝑥↓𝑗 (1+𝜇− 𝑥↓𝑗↑2 )	  

steady	  state:	  oscillates	  between	  𝑥=±√𝜇 	  

Require	  dissipa8on.	  Occur	  only	  in	  open	  systems.	  Not	  protected	  by	  any	  generalized	  rigidity.	  

•  Rayleigh-‐Benard	  Flow:	  

Doubling	  is	  the	  only	  generic	  possibility.	  
Floquet	  Time	  Crystals	  can	  occur	  with	  stable	  period-‐doubled,	  tripled,	  quadrupled,	  …	  phases	  



Stability  of  TTSB  -‐-‐  Numerics

what	  if	  this	  isn’t	  exactly	  𝜋⁄2 ?	  

Floquet	  Eigenstates	  exhibit	  TTSB	  



Radia@on  from  a  Floquet  Time  Crystal

Floquet	  
eigenstates	  

only	  a	  phase	  change	  when	  
emiung	  radia8on	  at	  freq.	  Ω/2	   transi8on	  amplitude	  

between	  Floquet	  
eigenstates	  quasienergy	  conserved	  



Similarity  between  TTSB  and  AC  Josephson  Effect

ground	  state	  is	  not	  a	  𝜃	  eigenstate;	  
not	  short-‐range	  correlated	  

•  Physical	  ini8al	  states	  are	  not	  eigenstates	  of	  𝐻	  	  

•  Junc8on	  will	  radiate,	  decay	  into	  ground	  state	  
except	  in	  open	  systems	  (e.g.	  constant	  current	  
source)	  



Classifica@on  of  Sta@onary  SPTs

Else	  and	  Nayak	  ’14	  

1D:	  

⇒	  

⇓	  

⇓	  

2D:	  

⇓	  

recover	  classifica8on	  of	  
X.	  Chen	  et	  al.’12	  


