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caveat	  

•  In	  the	  spirit	  of	  this	  conference,	  want	  to	  discuss	  how	  to	  
use	  >des	  to	  constrain	  stellar	  interiors,	  	  

	  	  	  	  but	  ….	  	  

•  There	  is	  uncertain	  wave	  physics,	  both	  at	  the	  linear	  and	  
nonlinear	  level,	  and	  this	  depends	  in	  detail	  on	  what	  
type	  of	  star.	  

•  Focus	  here:	  >dal	  excita>on	  and	  damping	  of	  waves,	  
	  	  	  	  and	  dependence	  on	  gross	  proper>es	  of	  stellar	  
structure.	  



Tidal	  evolu>on	  effects	  

Circulariza>on	  of	  orbits:	  	  

Orbital	  decay	  

Synchroniza>on	  of	  spin	  
n != Ω

n = Ω

Alignment	  of	  spin	  
S L S L



Origin	  of	  Secular	  Tidal	  Evolu>on	  	  

>dal	  poten>al	  
due	  to	  companion:	  	  	  

density	  perturba>on	  
response	  to	  >de:	  

lag time = δ/ω

U ∼ ε e
−iωt

δρ ∼ ε ei(δ−ωt)

δφ ∼ ε ei(δ−ωt)
	  external	  poten>al	  
	  from	  this	  density	  
	  perturba>on	  acts	  
	  back	  on	  companion:	  	  

ε = strength of tide

	  out-‐of-‐phase	  
	  force	  on	  companion	  
	  leading	  to	  secular	  	  
	  evolu>on:	  

f ∼ ε2 sin(δ)
δ	  

due	  to	  dissipa>on	  

nearer	  bump	  wins	  



	  >dal	  Q	  

By	  analogy	  with	  the	  	  
``quality”	  of	  a	  damped,	  	  
driven	  oscillator:	  

δ
Q	  is	  related	  to	  the	  	  
lag	  angle	  
of	  the	  >dal	  bulge	  

Q−1 =

∮
(−Ė)dt
2πEtide

= tan(2δ)

(G.	  Darwin)	  

δ	  

standard	  opera>ng	  procedure:	  
• 	  Q	  	  =	  constant	  
• 	  independent	  of	  frequency	  and	  amplitude	  
• 	  calibrated	  from	  one	  observa>on	  and	  	  
	  applied	  to	  another	  



data	  

•  Circulariza>on	  of	  binaries	  with	  two	  solar-‐type	  
stars.	  

•  Orbital	  decay	  of	  planets.	  
•  Alignment	  of	  stellar	  spin	  to	  planet	  orbit.	  



Circulariza>on	  of	  solar-‐type	  binaries	  

(data	  from	  Meibom	  and	  Mathieu	  2005)	  

Calibra>on	  of	  Q	  using	  	  
the	  observed	  circulariza(on	  
of	  binaries	  with	  two	  solar-‐	  
type	  stars:	  

Forcing	  periods:	  ~	  10-‐15	  days	  	  
(planets:	  1-‐7	  days)	  

But	  this	  observed	  Q	  is	  not	  	  
well	  explained	  by	  theory!	  

Theory	  underpredicts	  
>dal	  dissipa>on	  rate.	  
(Goodman	  and	  Dickson,	  Terquem	  et	  al,	  
Savonije	  and	  WiKe,	  Ogilvie	  and	  Lin)	  



spin	  
β	  

orbit	  

(see	  theory	  papers	  Dong	  Lai,	  Barker	  and	  Ogilvie)	  



Orbital	  decay	  of	  exoplanets?	  

• 	  Sun-‐like	  stars	  rotate	  slow	  compared	  to	  planet	  orbit	  (	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  ).	  	  
• 	  Tide	  raised	  in	  star	  by	  planet	  spins	  star	  up.	  	  
• 	  Orbit	  must	  decay	  inward	  to	  conserve	  total	  angular	  momentum.	  
• 	  Insufficient	  J	  in	  orbit	  to	  synchronize	  star	  inside	  Porb	  ≈1	  week.	  

Example:	  WASP	  18-‐b	  has	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  and	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  .	  For	  	  	  	  	  	  

If	  true,	  orbit	  decay	  is	  ongoing,	  even	  for	  Gyr	  old	  planets.	  
we	  happen	  to	  be	  able	  to	  see	  planets	  “just	  before	  they	  fall	  in”.	  
Possible	  explana?ons:	  
(a)	  We’re	  lucky.	  (b)	  Feed	  from	  outside.	  (c)	  Q	  wrong.	  
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tdecay ! 1 Myr ! 10−3 age

(e.g.	  Jackson	  et	  al	  
	  2009)	  



Orbital	  decay	  of	  	  
a	  popula>on	  of	  planets	  

(In	  prepara>on.With	  Uva	  undergrads	  Meredith	  Nelson	  and	  Sarah	  Peacock)	  

∂n

∂t
+ ∂

∂a
(ȧn) = 0

When	  decay	  >me	  <<	  age,	  flux	  constant	  
and	  observed	  distribu>on	  should	  	  
reflect	  the	  orbital	  decay	  law:	  	  	  

n(a, t) = constant
ȧ(a)

If	  decay	  >mes	  really	  short,	  	  
you	  should	  be	  able	  to	  measure	  the	  	  
frequency	  dependence	  of	  the	  >dal	  
Q	  from	  the	  observed	  distribu>on.	  

Constrain	  >dal	  dissipa>on	  from	  the	  distribu>on	  of	  
semi-‐major	  axes	  of	  planets	  (e.g.	  Jackson	  et	  al	  2009)	  

Exoplanets.org	  



linear	  theory	  



Tidal	  excita>on:	  linear,	  adiaba>c	  

ρξ̈
︸︷︷︸

inertia

+

Coriolis
︷ ︸︸ ︷

2ρΩ× ξ̇ = − ∇δp
︸︷︷︸

pressure

+

buoyancy
︷︸︸︷

gδρ − ρ∇U
︸ ︷︷ ︸

tidal forcing

δρ+∇ · (ρξ) = 0

Momentum:	  

Mass:	  

Tidal	  poten>al:	  	  	  

(r, θ,φ) = (D,π/2,Φ)Companion	  orbits	  at	  posi>on	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  in	  spin-‐orbit	  aligned	  case.	  	  

Boundary	  condi>ons:	  regular	  at	  r=0,	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  at	  surface.	  	  ∆p = 0

Energy:	   δρ =
δp

c2
+ ρ

N2

g
ξr

U(x, t) = −
GM ′

|x−D|
− (dipole term)

= −GM ′
∑

!≥2,m

4π

2"+ 1

r!

D!+1
Y ∗
!m(π/2,Φ)Y!m(θ,φ)



General	  features	  	  of	  solu>on	  

•  Equa>ons	  inhomogeneous	  =>	  “wave”	  +	  “non-‐wave”	  parts,	  

	  	  	  	  	  also	  called	  “equilibrium”	  and	  “dynamical”	  >des.	  	  

•  Non-‐wave	  part	  oten	  approximated	  with	  the	  analy>c	  
“equilibrium	  >de”	  found	  by	  seung	  fluid	  iner>a	  to	  zero	  =>	  
instantaneous	  response,	  follow	  equipoten>als:	  

•  Wave	  (“dynamical”)	  part	  composed	  of	  standing	  p,	  g,	  f	  &	  
iner>al	  modes	  with	  Lorentzian	  amplitudes	  when	  no	  
dissipa>on,	  leaky	  boundaries,	  nonlinear	  effects.	  

ξr ! −

U

g
∇ · ξ ! 0and	  



Linear	  theory:	  stellar	  input	  data	  
G-‐modes	  	  can	  be	  resonant	  	  
with	  the	  >de,	  but	  have	  small	  	  
overlaps	  and	  weak	  damping.	  

f-‐modes:	  large	  overlap,	  	  
weak	  damping,	  not	  
resonant	  

p-‐modes:	  small	  overlap,	  
	  large	  damping,	  not	  
resonant	  

(turb	  visc	  from	  Penev	  et	  al)	  



Linear	  theory	  for	  >dal	  Q:	  non-‐rota>ng	  

resonant	  
“dynamical	  >de”	   non-‐resonant	  

“equilibrium	  >de”	  

Solar	  model.	  	  
Radia>ve	  diffusion	  +	  turbulent	  viscosity.	  

mode	  frequency	  

Qeq tide ∼ 1010
(

Porb

1 day

)

Qdyn tide ∼ 5× 1010
(

1 day

Porb

)4/3

Orbital	  decay	  >me	  very	  long,	  but….	  beware!	  	  
This	  same	  theory	  under-‐predicts	  
rate	  for	  solar-‐type	  binaries.	  

tdecay,dyn > 100 Gyr
(

MJ

Mp

)

Q−1 =
12π

10

∞
∑

n=1

I2
n
σnγn

[

1

(σn − 2Ω)2 + γ2
n

−

1

(σn + 2Ω)2 + γ2
n

]



Iner>al	  waves	  in	  solar-‐type	  star:	  2d	  code	  results	  

log10 |ξr − ξr,eq|

Ω = 0 Ω = σ
Ω = σ

	  g-‐modes:	  
	  small	  shear	  in	  	  
	  convec>on	  zone.	  

	  iner>al	  waves:	  
	  large	  shear	  
	  in	  convec>on	  
	  zone	  =>	  	  
	  turbulent	  viscosity	  
	  damping.	  

PloKed:	  response	  
to	  l=m=2	  >de	  

Red	  =	  big	  
Blue	  =	  small	  



2	  main	  linear	  damping	  mechanisms	  

•  Radia>ve	  diffusion	  for	  g-‐modes	  in	  the	  core	  

•  Turbulent	  viscosity	  for	  iner>al	  waves	  in	  
convec>ve	  envelope	  

γtgroup !

(n‖,⊥

10

)3
(

Pspin

1 day

)

(un-‐reduced	  
	  viscosity	  vH/3)	  

n‖,⊥(	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  denotes	  
	  nodes	  in	  cz)	  

Need	  far	  fewer	  nodes	  in	  surface	  cz	  to	  get	  strong	  damping.	  

γtgroup !

(

Porb

12 days

)4
(Goodman	  	  
&	  Dickson)	  



some	  nonlinear	  effects	  



why	  do	  nonlinear	  fluid	  effects	  maKer?	  

M	  
M’	  

size	  of	  the	  “equilibrium”	  >de	  for	  a	  Jupiter-‐like	  planet	  
around	  a	  Sun-‐like	  star:	  

R	  

a	  

δR

R
≡ ε =

M ′

M

(

R

a

)3

= 10
−5

(

M ′

10−3M

)(

4.6R

a

)3

δ	  

Over	  most	  of	  the	  star,	  the	  wave	  amplitude	  is	  	  
small,	  and	  the	  linear	  approxima>on	  to	  fluid	  	  
dynamics	  is	  good.	  But…	  

there	  can	  be	  small	  regions	  in	  stars	  where	  wave	  	  
amplitudes	  become	  large,	  and	  nonlinear	  	  
fluid	  processes	  become	  important.	  

(solar	  literature:	  Press,	  Dziembowski,	  etc)	  



Steepening	  of	  g-‐modes	  
near	  the	  center	  of	  solar-‐type	  stars	  

interac>on	  	  
region	  

(Press,	  Dziembowski,	  Ogilvie	  Barker	  Lin,	  Weinberg	  et	  al)	  

3-‐wave	  coupling	  coefficient	  eigenfunc>ons	  



Wave	  breaking	  at	  the	  center	  
of	  stars	  with	  radia>ve	  cores	  

(Zahn,	  Press,	  Goodman	  and	  Dickson,	  Ogilvie	  Lin	  Barker)	  

(Barker	  2011)	  

	  gravity	  wave	  launched	  
	  at	  radia>ve-‐convec>ve	  
	  boundary	  

	  wave	  
	  “breaking”	  

	  Inward-‐going	  gravity	  wave	  launched	  from	  
	  rcb.	  If	  central	  amplitude	  high	  enough,	  wave	  
	  can	  overturn	  the	  stra>fica>on	  and	  not	  reflect.	  	  

Wave	  luminosity:	  

At	  the	  center,	  measure	  of	  nonlinearity	  is	  
ξr

λr
!

(

M ′

MJup

)(

Porb

1 day

)1/6

Lwave ∼

(

ρr2λ
)

rcb
v2eqΩorb

λ

Hp
∼

(

Ωorb

Lamb

)2/3

	  So	  waves	  break	  near	  the	  center	  of	  the	  	  
	  star	  outside	  a	  cri>cal	  orbital	  separa>on.	  

Predic>on:	  planets	  decay	  and	  then	  park.	  (Observed?)	  



consequences	  of	  wave	  breaking	  

QGD98 ∼ 106
(

Porb

1 day

)8/3

Large	  dissipa>on	  rate	  (small	  Q).	  

	  Important	  for	  planet	  orbital	  decay,	  
	  but	  too	  small	  by	  ~1000	  to	  explain	  
	  circulariza>on	  of	  solar-‐type	  binaries.	  

	  Also,	  deposit	  10-‐5	  Lsun	  in	  10-‐10	  Msun	  !	  

For	  M>1.1-‐1.2Msun,	  central	  convec>on	  
zones	  shut	  wave	  breaking	  off.	  

Dependence	  of	  wave	  lum	  on	  star:	  

(Aerts	  et	  al,	  Asteroseismology)	  



What	  if	  waves	  don’t	  break?	  

The	  parametric	  instability	  



coupling	  the	  fluid	  to	  the	  orbit	  

Äα + ω2
αAα = −γαȦα + Uα(t) +

∑
β Uαβ(t)Aβ +

∑
βγ καβγAβAγ

Time	  evolu>on	  of	  standing	  f,	  p,	  g	  modes:	  

damping	   linear	  
>de	  
driving	  

nonlinear	  
>de	  
driving	  

3-‐wave	  
coupling	  

orbit	  forcing	  waves	  

D̈ −DΦ̇2 = aD ∼ O(A) +O(A2)
d

dt

(

˙D2Φ
)

= DaΦ ∼ O(A) +O(A2)

Time	  evolu>on	  of	  the	  orbit:	  

internal	  	  
redistribu>on	  

waves	  force	  orbit	  



stability	  of	  the	  linear	  >de?	  

The	  linearly	  driven	  >de	  acts	  as	  a	  	  
>me-‐dependent	  background	  on	  	  
which	  other	  waves	  propagate.	  

If	  this	  >me-‐dependent	  background	  	  
resonates	  with	  two	  daughter	  waves,	  	  
then	  above	  a	  threshold	  amplitude	  
they	  can	  undergo	  the	  ``parametric	  
instability”	  and	  grow	  exponen>ally,	  	  
eventually	  reaching	  a	  nonlinear	  
equilibrium.	  



the	  linear	  >de	  is	  unstable,	  	  
even	  for	  low	  mass	  companions	  

Jupiter	  
mass	  

Earth	  mass	  



amplitudes	  just	  above	  threshold	  

Analy>c	  model	  for	  nonlinear	  
equilibrium	  amplitudes	  
of	  N>>1	  parents	  and	  1	  	  
daughter	  pair.	  	  

In	  phase	  

out	  of	  phase	  



orbital	  evolu>on	  rate	  
just	  above	  threshold	  

or
bi
ta
l	  e
vo
lu
>o

n	  
ra
te
	  

Even	  for	  just	  one	  
daughter	  pair,	  orbital	  
evolu>on	  can	  be	  
increased	  by	  a	  factor	  of	  
10	  or	  more.	  	  

For	  Jupiter	  mass	  planets,	  
there	  can	  be	  thousands	  
of	  daughter	  pairs	  excited,	  
requiring	  numerical	  
simula>ons	  to	  
understand	  the	  orbital	  
evolu>on	  rate.	  

threshold	  



	  Simula>on	  of	  
	  many	  coupled	  
	  g-‐modes	  in	  	  
	  solar-‐type	  star.	  

	  Ini>al	  condi>ons:	  
	  linear	  >de	  

	  Porb=2	  days.	  

	  parent	  =	  1	  day	  (m=2)	  

	  Parametric	  instability	  
	  causes	  unstable	  
	  daughters	  at	  
	  2	  day	  periods.	  	  

	  All	  modes	  coupled.	  

Damping	  X	  1000	  



Damping	  X	  100	  

	  “g-‐mode	  turbulent	  
	  cascade”	  



Summary	  
• 	  Tidal	  evolu>on	  observed	  for	  binaries	  containing	  solar-‐type	  
	  	  	  stars.	  

• 	  “Dynamical	  >de”	  excita>on/damping	  of	  iner>al-‐gravity	  waves	  
	  	  	  important.	  Iner>al	  waves	  in	  convec>on	  zones	  a	  promising	  
	  	  	  avenue	  toward	  larger	  larger	  dissipa>on	  rates	  needed	  to	  explain	  	  
	  	  observa>ons.	  

• 	  Two	  important	  nonlinear	  effects:	  	  	  	  	  	  	  	  wave	  breaking	  	  
	   	   	   	   	   	   	   	   	  +	  parametric	  instability.	  	  	  



A	  simple	  model	  for	  nonlinear	  ?dal	  dissipa?on:	  	  
Press,	  Wiita	  &	  Smarr	  (1975)	  

• 	  Re	  >>	  1	  +	  instability	  gives	  turbulence.	  

• 	  For	  forcing	  frequency	  σ,	  satura>on	  	  
	  	  	  	  with	  velocity	  and	  length	  scales	  

• Turbulent	  viscosity	  

• Yields	  an	  amplitude	  dependent	  >dal	  Q	  

! ∼ R

Possible	  improvements:	  
BeKer	  >dal	  flow	  
waves	  not	  eddies	  
realis>c	  dissipa>on	  
Iden>fy	  instability	  

v! ∼ εσR

νturb ∼ "v! ∼ εσR2

Q−1
∼ σ−1 νturb

"2
∼ ε

Q-‐1	  

ε	  


